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第3章  微分学及其应用

图3.1

任务5 求最大输出功率

如图3.1所示的电路中,已知电源电动势为E,内电阻为r.
当外电路负载电阻R 取什么值时,输出功率最大?

任务1、任务4需要用到导数的相关知识;任务2需要用到

导数与微分的相关知识;任务3、任务5需要用到导数的相关知

识求函数的最值.下面我们将通过本章的学习来解决上述五个

问题.

§3.1 导数

本节主要介绍导数的概念、性质和基本求导公式.下面通过两个经典实例引出

导数的概念,进而得出求函数导数的方法.

一、案例

案例1 变速直线运动的瞬时速度.
数学描述:设物体做变速直线运动,运动方程即位移与时间的函数关系为s=

s(t),求物体在t0 时刻的瞬时速度v(t0).
速度表示路程相对于时间变化的快慢程度.我们知道,若物体做匀速运动,则物

体在任一时刻的运动速度为常量,且有

v=
经过的位移
所花的时间.

当物体做变速运动时,就不能按上式计算物体在某一时刻的运动速度了.
先考虑t0 到t0+Δt这段时间内,物体的运动速度问题:在时间 t0,t0+Δt  内

物体经过的位移为Δs=st0+Δt  -st0  ,比值􀭵v=
Δs
Δt=

st0+Δt  -st0  
Δt

,称为

物体在 t0,t0+Δt  内的平均速度.

显然,Δt越小,􀭵v 就越趋近于v(t0).当Δt→0时,若平均速度􀭵v 的极限存在,则
此极限值就是物体在t0 时刻的瞬时速度v(t0),即

v(t0)=lim
Δt→0
􀭵v=lim

Δt→0

Δs
Δt=lim

Δt→0

s(t0+Δt)-s(t0)
Δt .

案例2 平面曲线的切线斜率.
数学描述:设曲线C 的方程为y=f(x),求曲线C 在点M 处切线的斜率.
如图3.2所示,设N 是曲线C 上与点M 邻近的一点,连接点M 和点N 的直线

MN 称为曲线C 的割线.如果当点N 沿着曲线C 趋近于点M 时,割线MN 绕着点M
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转动而趋近于极限位置MT,这个极限位置的直线MT 就称为曲线C在点M 处的切

线.这里,极限位置的含义是:只要弦长|MN|趋近于零,∠NMT 也趋近于零.

图3.2

   

图3.3

斜率表示直线上点的纵坐标相对于横坐标变化的快慢程度,切线MT 的斜率不

易直接求得,要先求割线 MN 的斜率.如图3.3所示,设点 M、N 的坐标分别为

(x0,y0)、(x0+Δx,y0+Δy),割线MN 的倾斜角为φ,切线MT 的倾斜角为α,则
割线MN 的斜率为

tanφ=
Δy
Δx=

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx .

显然,Δx 越小,点N 沿曲线C 越趋近于点M,割线 MN 的斜率越趋近于切线

MT 的斜率.当点N 沿曲线C 无限趋近于点M,即Δx→0时,若割线MN 的斜率的

极限存在,则此极限值就是曲线C 在点M 处切线的斜率,即

tanα=lim
Δx→0
tanφ=lim

Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx .

尽管上面两个变化率问题的实际意义不同,但其解法是相同的,都是先求某一

区间内的平均变化率(平均速度、割线的斜率),从而得到某点变化率的近似值,再通

过取极限,由近似变化率过渡到精确变化率(瞬时速度、切线的斜率);计算式子也是

相同的,都是计算同一类型的极限:当自变量增量趋于零时,函数增量与自变量增量

之比的极限,即

lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx .

在自然科学、工程技术领域,还有许多问题可以归结为求这种极限,如速度、电
流、角速度等,我们把这种形式的极限定义为函数的极限.

二、导数的定义

定义1 设函数y=f(x)在点x0的某邻域内有定义,当自变量x 在点x0处有

增量Δx(x0+Δx 仍在该邻域内)时,函数有相应的增量 Δy=f(x0 +Δx)-
f(x0),如果当Δx→0时Δy与Δx 之比的极限存在,则称函数y=f(x)在点x0处
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第3章  微分学及其应用

可导,并称这个极限值为y=f(x)在点x0 处的导数(或变化率),记作f'(x0),即

f'(x0)=lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx . (3.1)

也可记为y'|x=x0 或dy
dx x=x0

或df(x)
dx x=x0

.

函数f(x)在点x0 处可导,有时也说成f(x)在点x0 处具有导数或导数存在.
如果(3.1)式的极限不存在,就说函数f(x)在点x=x0 处不可导.如果不可导的原

因是当Δx →0时,Δy
Δx → ∞

,为了方便起见,也称函数f(x)在点x0 处的导数为无

穷大,记为f'(x0)=∞.
定义2 如果函数y=f(x)在(a,b)内每一点都可导,则称y=f(x)在(a,b)

内可导.这时,对于(a,b)内的任意一点x,都有导数值f'(x)与它对应,因此f'(x)
是x 的函数,我们称f'(x)为y=f(x)的导函数,记作f'(x),即

f'(x)=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx .

也可记为y'、
dy
dx

或df(x)
dx .

显然,函数y=f(x)在点x0 处的导数,就是导函数f'(x)在点x=x0 处的函

数值,即

f'(x0)=f'(x)|x=x0.
常把导函数f'(x)简称为导数.在求导数时,若没有指明是求某一定点的导数,

都是指求导函数.
根据导数的定义求y=f(x)的导数,一般可分为以下三个步骤:
(1)求函数的增量Δy=f x+Δx  -f(x);

(2)求两个增量的比值Δy
Δx=

f x+Δx  -f(x)
Δx

;

(3)求lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx .

例1 求函数f(x)=C(C 为常数)的导数.
解  (1)Δy=f(x+Δx)-f(x)=C-C=0;

(2)ΔyΔx=0;

(3)y'=lim
Δx→0

Δy
Δx=0.

即       (C)'=0.
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这就是说,常数的导数等于零.
例2 求函数f(x)=x2 的导数.
解  (1)Δy=f(x+Δx)-f(x)=(x+Δx)2-(x)2=2xΔx+(Δx)2;

(2)ΔyΔx=
2xΔx+(Δx)2

Δx =2x+Δx;

(3)f'(x)=lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0
(2x+Δx)=2x.

即      (x2)'=2x.
一般的,对于幂函数y=xα(α∈R),有以下求导公式:

(xα)'=αxα-1.
例3 求y=sinx 的导数.

解  (1)Δy=sin(x+Δx)-sinx=2cosx+
Δx
2  sinΔx2 ;

(2)ΔyΔx=
2cosx+

Δx
2  sinΔx2
Δx =cosx+

Δx
2  
sinΔx2
Δx
2

;

(3)y'=lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0
cosx+

Δx
2  
sinΔx2
Δx
2

=lim
Δx→0
cosx+

Δx
2  ·limΔx→0

sinΔx2
Δx
2

=cosx.

即 sinx  '=cosx.
同理可得 cosx  '=-sinx.

例4 求下列函数的导数.

(1)y=x7;   (2)y= x;   (3)y=
1
x2
;   (4)y=

x
3
x

.

解  (1)y'=(x7)'=7x7-1=7x6;

(2)y'=(x)'=(x
1
2)'=

1
2x

1
2-1=

1
2x

-
1
2 =

1
2 x

;

(3)y'=
1
x2  '=(x-2)'=-2x-2-1=-2x-3=-

2
x3
;
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(4)y'=
x
3
x  '= x

1
6  '=

1
6x

-
5
6 =

1
6
6
x5

.

例5 设f(x)=sinx,求f'
π
4  .

解  因为f'(x)=(sinx)'=cosx,所以f'
π
4  =cosx x=

π
4=
2
2.

三、导数实际意义举例

案例3 已知电荷的定向移动形成电流,那么单位时间内通过导线横截面的电

荷量即电流如何确定?
数学描述:设在[0,t]时间段内通过导线横截面的电荷量为Q=Q(t),则在时刻

t的电流i是多少?

结论:Q(t)的导数Q'(t)=lim
Δt→0

ΔQ
Δt
,即Q对t的变化率就是时刻t的电流,即i=

Q'(t).
例6 设有一随时间变化而变化的电流,从0到t这段时间内通过导体的电量

为Q=2t2+3(C),求第5秒末的电流强度,并求什么时刻电流强度为8A(即C/s).
解  设通过导体的电流随时间变化的规律用函数表示为i(t),则

i(t)=Q'(t)=(2t2+3)'=4t.
那么,第5秒末的电流强度为

i(5)=4×5=20A.
令i(t)=4t=8A,可解得t=2s,所以第2秒末的电流强度为8A.
案例4 当物体的温度高于周围介质的温度时,物体就不断冷却,则物体在时

刻t的冷却速度如何确定?
数学描述:设物体的温度T 与时间t的函数关系为T=T(t),则物体在时间t的

冷却速度是多少?

结论:T(t)的导数T'(t)=lim
Δt→0

ΔT
Δt
,即T 对t的变化率称为物体在时刻t的冷

却速度.
例7(任务1) 已知做自由落体运动的物体的位移s与时间t的函数关系是

s(t)=
1
2gt

2,求该物体在t=t0 时刻的瞬时速度v(t0).

解  物体在t0 时刻的瞬时速度为

v(t0)=s'(t0)=s'(t)t=t0 =gt t=t0 =gt0.
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