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→ 高职应用数学(上册)

6.求由下列方程所确定的隐函数y 在指定点的导数.

(1)y=1+xey,(0,1); (2)y-cos(x+y)=0,
π
2
,0  .

B(提高题)

1.求下列函数的导数.
(1)y=x8,求y(8); (2)y=xn,求y(n);
(3)y=sinx,求y(n).

2.已知物体的运动规律为s=9sin
πt
3
(s的单位是m,t的单位是s),求物体在第

1s末的加速度.
3.利用对数求导法求下列函数的导数.

(1)y=x 1-x
1+x

; (2)y=(cosx)x.

§3.4 函数的微分

在理论研究和实际应用中,常常会遇到这样的问题:当自变量在点x 处有微小

增量Δx 时,求函数y=f(x)相应的微小增量

Δy=f(x+Δx)-f(x).
这个问题看起来简单,然而,对于较复杂的函数f(x),增量Δy 的值不易求出.

这时,我们可以考虑求Δy 的近似值.怎样求Δy 的近似值呢? 微分就是在这种背景

下产生的一个概念.

一、微分的定义

案例(任务2) 一块正方形、均匀的金属薄片受温度变化影响时,其边长由x0

变到x0+Δx,问此薄片的面积改变了多少?

图3.4

模型求解 如图3.4所示,设正方形金属薄片的边长为

x,面积为A,则

A=x2.
当边长x 由x0 变为x0+Δx 时,面积的改变量为

ΔA=(x0+Δx)2-x2
0=2x0Δx+(Δx)2.

上式包含两个部分:第一部分是2x0Δx,即图中浅色阴

影部分的两个矩形面积之和,是Δx 的线性函数,是ΔA 的
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第3章  微分学及其应用

主要部分;第二部分是(Δx)2,即图中深色阴影部分的小正方形的面积,当Δx →0
时,(Δx)2 很小,是ΔA 的次要部分.

由此可见,如果边长有微小改变(|Δx|很小)时,我们可以将第二部分(Δx)2

忽略,而用第一部分2x0Δx 近似地表示ΔA,即ΔA ≈2x0Δx.因为A'(x0)=2x0,
所以ΔA≈A'(x0)Δx,即面积的增量近似等于面积函数的导数与边长增量之积.由此我

们引入微分的定义.
定义  设函数y=f(x)在点x0 处可导,自变量x 由x0 变到x0+Δx,则

f'(x0)Δx 叫作函数y=f(x)在点x0 处相应于自变量增量 Δx 的微分,记作

dy x=x0 或df(x)|x=x0
,即

dy x=x0 =f'(x0)Δx 或df(x)x=x0=f'(x0)Δx.
此时,也称函数y=f(x)在点x0 处可微.

函数y=f(x)在任意点x 处的微分,叫作函数y=f(x)的微分,记作dy 或

df(x),即

dy=f'(x)Δx 或df(x)=f'(x)Δx.
例1 求当x=2,Δx=0.01时,函数y=x2 的增量和微分.
解  函数的增量为Δy=(2+0.01)2-22=0.0401.
函数的微分为dy=(x2)'·Δx=2x·Δx,将x=2,Δx=0.01代入,得

dy=2×2×0.01=0.04.
从上述案例的结果可以看出,Δy≈dy,误差是0.0001.
此例子可以看作是上述案例(任务2)中,边长为2cm,受温度影响后,边长增加

0.01cm时,正方形的面积增加了0.0401cm2,用微分的值0.04近似代替面积增量

时,误差只有0.0001.
注:当|Δx|相对于x 比较小时才能够用微分的值近似代替函数的增量.
对于函数y=x,它的微分是dy=dx=x'·Δx=Δx,即

dx=Δx.
也就是说,自变量的微分等于自变量的增量.
于是,函数的微分可以写成

dy=f'(x)dx,

即函数的微分等于函数的导数与自变量微分的乘积,从而有dy
dx=f'(x),也就是说,

函数微分与自变量微分的商等于函数的导数,因此,导数通常也叫作微商.
综上所述,若函数可导,则函数必可微;反之,若函数可微,则函数必可导.因此,

导数与微分是一致的,通常把导数和微分统称为微分.
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二、微分的几何意义

图3.5

如图3.5所示,设曲线y=f(x)在点M 的坐标

为(x0,f(x0)),过点M 作切线MT,它的倾角为α,
当自变量x 有微小的增量Δx 时,相应的曲线上纵坐

标有增量Δy,由图可以看出

dy=f'(x0)·Δx=tanα·Δx=QP.
因此,函数y=f(x)在点x0 处的微分就是曲线y=
f(x)在点 x0,f(x0)  的切线上纵坐标的增量.

从图3.5还可看出:当 Δx 很小时,(1)Δy ≈
dy;(2)在点M 的附近,可以用切线段来近似代替曲

线段,即所谓的“以直代曲”.

三、微分的基本公式与运算法则

从微分的定义dy=f'(x)dx 可知,求函数的微分就是所给函数的导数乘以

dx,所以由导数的基本公式和运算法则就可以得到微分的基本公式和运算法则.
1.微分的基本公式

(1)d(C)=0(C 为常数);      (2)d(xα)=αxα-1dx;

(3)d(ax)=axlnadx; (4)d(ex)=exdx;

(5)d(logax)=
1

xlnadx
; (6)d(lnx)=

1
xdx

;

(7)d(sinx)=cosxdx; (8)d(cosx)=-sinxdx;
(9)d(tanx)=sec2xdx; (10)d(cotx)=-csc2xdx;
(11)d(secx)=secxtanxdx; (12)d(cscx)=-cscxcotxdx;

(13)d(arcsinx)=
1

1-x2
dx; (14)d(arccosx)=-

1
1-x2

dx;

(15)d(arctanx)=
1

1+x2dx; (16)d(arccotx)=-
1

1+x2dx.

2.微分的四则运算法则

设u、v 都是x 的可微函数,则有

(1)d(u±v)=du±dv;
(2)d(uv)=vdu+udv,特别的,d(Cu)=Cdu(C 是常数);

(3)du
v  =vdu-udv

v2 .

098



第3章  微分学及其应用

3.复合函数的微分法则

设y=f(u),u=φ(x)均可导,按定义,复合函数y=f[φ(x)]的微分为

dy=y'x·dx=f'(u)φ'(x)dx,
即复合函数的微分等于复合函数的导数乘以自变量的微分.

因为φ'(x)dx=du,所以上式又可写成

dy=y'udu 或dy=f'(u)du,
即复合函数的微分等于函数对中间变量的导数乘以中间变量的微分,这就是复合函

数的微分法则.
求导数与求微分的运算统称为微分运算.
例2 求下列函数的微分.
(1)y=3x2-x+1;      (2)y=tan2x;

(3)y= 1+lnx; (4)y=e-xcosx.
解  (1)由微分的定义得

dy=(3x2-x+1)'dx=(6x-1)dx.
(2)解法1 由微分的定义得

dy=(tan2x)'dx=sec22x·(2x)'dx=2xln2sec22xdx.
解法2 由复合函数的微分法则得

dy=sec22xd(2x)=sec22x·(2x)'dx=2xln2sec22xdx.

(3)dy= d 1+lnx =
1

2 1+lnx
d(1+lnx)=

1
2 1+lnx

· 1
xdx =

1
2x 1+lnx

dx.

(4)由乘积的微分法则得

dy=d(e-xcosx)

=cosxd(e-x)+e-xd(cosx)

=-e-xcosxdx-e-xsinxdx
=-e-x(cosx+sinx)dx.

例3 在括号里填上适当的函数,使等式成立.
(1)d(  )=xdx;     (2)d(  )=csc2xdx.
解  与df(x)=f'(x)dx 比较可知,这是已知函数的导数,求原函数的问题.

(1)已知函数的导数为x,因为 1
2x

2  '=x,所以d 12x
2  =xdx.

此外,1
2x

2+1  '=x,12x
2-2  '=x 等.
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→ 高职应用数学(上册)

一般的,有d 12x
2+C  =xdx(C 为任意常数).

(2)已知函数的导数为csc2x,因为(-cotx)'=csc2x,所以d(-cotx)=
csc2xdx.

此外,d(-cotx+2)=csc2xdx,d(-cotx-1)=csc2xdx 等.
一般的,有d(-cotx+C)=csc2xdx(C 为任意常数).
例4 在括号里填上适当的常数,使等式成立.
(1)cos5xdx=(  )d(sin5x);    (2)x2dx=(  )d(1-2x3).
解  (1)因 为 d(sin5x)= (sin5x)'dx =5cos5xdx,所 以cos5xdx =

1
5  d(sin5x).
(2)因为d(1-2x3)=-6x2dx,所以x2dx= -

1
6  d(1-2x3).

四、微分在近似计算中的应用

由微分的概念可知,当函数f(x)在点x0 处的导数f'(x0)≠0,且当 Δx 很

小时,有

Δy≈dy=f'(x0)Δx. (3.2)
即

Δy=f x0+Δx  -f(x0)≈f'(x0)Δx.
变形得

f x0+Δx  ≈f(x0)+f'(x0)Δx. (3.3)
利用(3.2)式可以求函数增量Δy 的近似值,利用(3.3)式可以求函数f(x)在

x0 附近的近似值.

例5 近似计算
3
996的值.

解  设f(x)=
3
x,取x0=1000,Δx=-4.

由f x0+Δx  ≈f(x0)+f'(x0)Δx 得

f(996)≈f(1000)+f'(1000)(-4).

因为f'(x)=
1

3
3
x2
,f'(1000)=

1
300
,所以

3
996≈

3
1000+

1
300
(-4)=10-

4
300≈9.99.

例6 一个半径为1cm的球,为了提高表面的光洁度,需要镀上一层铜,镀层厚

度为0.01cm.试估计每个球需要用铜多少克? (铜的密度为8.9g/cm3)
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